4.3.5 Z&kladni goniometrické vzorce |

Predpoklady: 040302

Pedagogicka poznamkaNapiSeme sidtu, chvilicku necham zakyiemyslet nad ikazem,
pak jim ukadzu obrazek, pak dopiSu do vzorce druhoaninu k jednice

sin’ x+ cos x= 1 a tim postuphzvétSuji paset &ch, ktei na dikaz samostatn
prijdou. Zaci, kteéi dikaz vymysli, mohou pitat priklady.
Dva vzorce, oba zname uz z prvaku.
Pro kazdé xR plati: sin*x+ cog x= _.
Diikaz: Pouzijeme definici obou funkci v jednotkové kruznic

-1
\4
Obe funkce jsou satadnicemi bodd” na jednotkové kruznick body STT, tvoti pravouhly
trojahelnik = plati Pythagorovadta |S'I;|2 + T 1'[2 =| Sf =1 (bodT leZi na jednotkové
kruznici).

otg X

Pr. 1. Ur¢i, kdy je definovan vyrazlifm, a pak jej zjednodus.
- Defini¢ni obor: Musi byt definovany vdechny funkce ve zjra

* tgXx neni definovan pro<:7—2T+ kT,

+ cotgx neni definovan prx =0+ k[,

= musime vylotit x # U{E+ kGz7,0+ kljr} :U{ k[—f_—[}.

' wz L2 oz 2

Zadné dalsi hodnotyvylowit nemusime, protoze ve jmenovateli zlomku jecgdbaruhé
- mocniny a jedriiky, tedycislo vzdy kladné.

; ... COSX , sinx : .
' PouZijemecotgx =—— ", tgx =——, upravujeme vyraz:
- sinx COSX



cos X  sirf x+ coéx 1

i 1
C1+cotf X _ T sim?x _ Sifx  _ sifx_CoSX_ cotdf x
' 2 - . D - . - - . D -
1+ tg® x sinfx  cog x+ sif x 1 sin® x
1+
cos X cod x cos X

Pr. 2:  Ur¢i hodnoty vSech goniometrickych funkci v kod jestlize platisinng a
zarovei XD(LZT ;nj.

- Hodnotucosx uréime ze vzorcesin® x+ cos x= .
' coS X= 1~ sif x

cosx| =+/ 1~ sirf x (protoZev/'cos x =| cos{)

lcosx| = m-r \/Z_\F

' cosx jev mtervalu(2 J zAporny = COSX = _E

Hodnoty ostatnich funkci zjistime s deéinich vztald:

3 _4
sinx _ 5 _ 3 _ COSX 5_ 4
gx=—=-=—2=-" cotgx=——=—2=-_,
cosx _4 4 J sinx 3 3

5 5

Pedagogickd poznamkaTéner vSichni zjisti, Zecosx :g, nejdiv jen upozoaiiuji, Zze

vysledek neni spravny, potom, Ze nevyuzili vSedhfiyrmace ze zadani.

Pedagogicka poznamkaNasledujici piklad je synchronizai, pomalejStast tidy ho ani
nestihne zé&t. Na zbytek hodiny jerféba minimalg 25 minut.

PF. 3:  Ur¢i hodnoty vSech goniometrickych funkci v léod jestlize platicosx = —% a
. . . . : w A TT T 3
zarova sinx < 0. Rozhodni, do kterého z mtema{O,EJ, (E,ﬂ), (Ezﬂj a

3 st
— 7,2 | nalezi uhek.
2
' Hodnotusinx urime ze vzorcesin® x+ cos x= _.

- sin* x =1~ cos$ x

|sinx| =+/1~ co$ x (protoZe\/sin2 X =|sinx)

|sinX = m—‘/ = 1———\/7—— = smx——z—;{E (sinx< 0)

' Hodnoty ostatnich funkC| ZJIStIme s deéinich vztali:



COSX 1 sinx _2J2 /2 4
3 3

- ProtoZe hodnotginx i cosx jsou zaporné, lezi koncové rameno orientovanéhoxive

tretim kvadrantu a plati ted)yD(n;gnj.

Druhy vzorec:

Pro kazde x # k[-g, kde kO Z plati: tgx[cotgx= 1.

nebocotgx = 1 .

Vzorec se pouziva i v jinych tvarectgx = :
cotgx tgx

Pr. 4: Vyswétli, proc¢ je ve vzorcitg x[totgx = 1 uvedena podminka # k%, kdekOZ.

Jak jsme zjistili pi reSeni pikladu 3, prox # k[—fz_—[, kde k[0 Z neni vzdy jedna z obou funkci

- tgx nebocotgx definovana= nema smysl uvazovat o platnosti vztaigx [totgx = 1.

Pr.5: Dokaz platnost vztahtg x[totgx = 1.

| . sinx COSX
. Dosadime:tgx =——, cotgx=——-.
: COSX sinx
» tgxLeotgx =1

" sinx cosx _

. COsX sinx

' 1=1

otdf X

+
Pr. 6: Zjednodu$ vyraz% pomoci vzorceg x [totgx = 1.
g X

1+cotd x _ 1+ cot§x _ ¥ cotyx _cotg X( 1+ cotd X)

1+tg’x ., 1 cotgx+1l  cofx+1
cot X cotgf x

= cotg X



1+ tg’ X

Pr. 7: Odhadni vysledek, ktery vznikne zjednoduSenim wyr
1+ cotg X

. Odhad potw’

vypoétem.

Cltg@x _ l+tfx - tgx_t@fx(1+t9fx)_tgzX
Clvcotgdx g, 1 tg’x+1 tf x+ 1

tg®x  tg?x

Umime utit hodnoty vSech goniometrickych funkci v Bod pokud zname hodnotsin x
nebocosx a znaménko druhé funkcerijpadre interval). DokaZzeme it hodnoty i
v pripac, Ze budeme znéat hodnotg x (cotgx)?

Zkusime uit hodnoty vSech goniometrickych funkci v kod jestlize platitgx=-2 a

zaroveé x[J G TT, 277) )

Snadno ufime cotgx: tgx[totgx= 1= cotgx =ti = ——;
gx
Hodnoty dalSich funkci: vztahig x = SIX — 5 cotgx = ﬂ - =
COSX sinXx 2

z obou vztah ziskdme rovnicisinx =-2cosx = nevede k cili (1 rovnice na &§gneznamé)

= musime fidat dal3i rovnici= pouzijemecos x+ sirf x= . = 2 rovnice na d¥
nezname.

Rychlejsi postupcos x+ sirf x=1  /:co$x
cosx  sifx_ 1
cosx cod$x CcoSx

1
1+tg° x =
J cos X
CoS X = 12 -1 2:—1:>|cosx|:i:§
1+t x 1+(-2)° 5 J5 5

\5

V intervalu (ngn} jsou hodnotycosx kladné= cosxz?.

sinx ) \/5
tgx=—— = sinx= cosxtgx=—11—
g COSX e 5 Eﬂ 3
2.5

5

sinx=-

Pedagogicka poznamkaPredchozi postup ukazu studémtrychle na tabuli s tim, Ze si jej
nemaji opisovat. Postup si zachyti do sesititg$eni nasledujicihailadu (ktery
je velmi podobny). B jehoteSeni nechavanigdchozi postup na tabuli.



PF. 8:  Ur¢i hodnoty v8ech goniometrickych funkci v od jestlize platicotgx:J_Z a

zarovay x[] (O;Z—Q .

- Podobny postup jako vyse:

1 1 42
tfgx=———=-—~—="%
cotgx 2 2
5 : - COSX
- coS x+sifx=1 /:siAx (potrebujeme ziskat zlomekotgx = ——)
| sinx
cosx sifx__ 1
- sin®x  sinfx  sirf x
- cotef x+ 1= 12
: sin’ x
sin’ x = 1 -1 S _1 — |sinx|:i:£
- 1+cotgf X 1442 J3 3

V intervalu (O;I—ZTJ jsou hodnotysinx kladné—= sinx:?.

! COSX
| cotgx=—— = cosx = sinx[Jcotgx=

J3
£g/—2— V6
sinx 3

Pr. 9: Vyies fedchozi piklad pomoci pravouhlého trojuhelniku s vhedwolenymi
délkami stran.

- Pro XD(O;%TJ jsou hodnoty vSech goniometrickych funkci kladné.

' Plati: cotg=+/2 = pomgr odwsen pravouhlého trojihelnikeotgx =

prilehla

————— s Uhlemx
protilehla

'je ¥2 = hodnoty goniometrickych funkciiieme ukovat napiklad z nasledujiciho
- pravouhlého trojahelniku:

1
X
| V2 Délka p“repony:c2=a2+b2=(x/§)2+12=3:> c=+/3.
. Hodnoty zbyvajicich goniometrickych funkci:
| smx:i—ﬂ cosxzﬂEI\/—é V6
| V3 3 V33 3

Pedagogicka poznamkaPostup z fikladu 9 je sice ménelegantni a exaktni, ale pro
vétSinu studerit snaze fijatelny. Ve skuténosti si podobny trojahelnik iieme



nakreslit i pro uhly se z&kladni velikosti mimoeintal (OI—ZTJ Z pravouhlého

trojuhelniku si wkime absolutni hodnoty hodnot goniometrickych furkci
znaménka zjistime z polohy koncového ramene uhlu.

Pr. 10: Petakova: strana 44, ¢eini 45 c)

Shrnuti:  Plati sin®+ cog x = 1 (pravouhly trojihelnik) a@gx[totgx = 1 (definice).



